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Czym jest stacjonarno$¢? — przypomnienie

@ W Scistym sensie stacjonarno$¢ oznacza, ze w procesie stochastycznym y;
taczny rozktad prawdopodobiefstwa dla {y;, yt+1,...,y7} jest taki sam dla
dowolnych obserwacji i ich przesuniecia w czasie {Vtim, Yetmt1y - s YT4m}-

@ Problemem jest to, ze tak zdefiniowanej stacjonarnosci (silnej stacjonarnosci)
nie da sie zweryfikowaé na podstawie obserwowanych danych. Dlatego
empirycznie testowana jest sfaba stacjonarnosé, ktéra wystepuje, gdy
warto$¢ oczekiwana, wariancja oraz kowariancja procesu s3 state w czasie:

Mt =
2_ 2
oy =0

cov(Vi, YVivs)t = cov(ye, yers) dlas=1,2,...

Piotr Dybka Moc testéw Ekonometria praktyczna 2/19



Stopien zintegrowania szeregu czasowego

Stopier zintegrowania oznaczamy jako /(K). Aby okresli¢ stopien zintegrowania
szeregu:

@ Testujemy stacjonarno$¢ y;. W przypadku gdy szereg jest stacjonarny, to
mamy y; ~ 1(0). W przypadku niestacjonarnosci analizujemy stacjonarno$¢
Aytv itd.

@ Jezelidla k=1,2,...,K — 1 zmienna AXy, jest niestacjonarna, a zmienna
AKy, jest stacjonarna, to szereg y; jest niestacjonarny, zintegrowany w
stopniu K, co zapisujemy y; ~ I(K).
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Biaty szum

Biaty szum (white noise, WN): Biaty szum

@ Dla dowolnych s # t obserwacje °
Yt oraz ys sa od siebie ? 4 ‘ ‘ ‘ . ‘
. . . . 0 20 40 60 80 100
niezalezne, maja jednakowy
rozktad prawdopodobienstwa
oraz ich wartosci oczekiwane sa
réwne 0.

2
NN

@ Przyktad: wielokrotne losowanie ° 10 1 2
z rozktadu normalnego.

@ Biaty szum jest stacjonarny.

Definicja powyzej to silny (i.i.d.) biaty
szum. W praktyce czesto wystarcza sfaba
definicja: E(y:) = 0, Var(y:) = o2,
cov(yt,ys) = 0 dla s # t — bez petnej

niezalezno$ci czy jednakowego rozktadu.
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Btadzenie losowe

Btadzenie losowe

Yt = Yi—1+ €, e: ~ WN o M
. M ® M N 100
@ Proces btadzenia losowego jest )
niestacjonarny: sl Ll
t ?ﬁ T T T T
5 10 15 20
Y = Zes + Yo
s=1
@ Zatem
E(Yt) =Y

Var(y;) = to?

Cov(yr, yeis) = to?
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Szereg o wysokiej persystencji

@ Zatézmy, ze mamy szereg
Yt = pYe-1+t €, e~ WN, pe(-11)
@ Jest to szereg, ktéry takze jest stacjonarny — cechuje sie powrotem do
$redniej (wartosci oczekiwanej).

@ Jednak dla duzych wartosci 0.9 < |p| < 1 cechuje sie wysoka persystencja
(powolnym powrotem do $redniej).

@ Taki szereg jest stacjonarny, jednak formalne testy statystyczne maja czesto
problem z poprawna identyfikacja stacjonarnosci — zobaczymy to na
konkretnych liczbach w dalszej czesci wyktadu.
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Potokres wygasania

@ Dla stacjonarnego procesu (y: — ) = p(ye—1 — i) + €, czylidla p € (=1,1),
¥+ powraca do swojej wartosci oczekiwanej p.

@ Tempo powrotu do Sredniej jest opisane przez parametr § = p — 1.

@ Przyktadowo dla p = 0,9 (czyli 6 = —0,1) odchylenie od $redniej wygasa w
tempie 10% w ciagu jednego okresu.

@ Potokres wygasania (half-life; hl) okreéla, po jakim czasie nastepuje
wygasniecie potowy odchylenia zmiennej od poziomu réwnowagi:
_In(0,5)

"= 0

@ Dla p = 0,9 wartoé¢ hl wynosi ok. 6,5 okresu.
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Btad | i Il rodzaju

Przypomnienie ze statystyki:
@ Biad pierwszego rodzaju to sytuacja, gdy odrzucamy Hy mimo ze jest ona

prawdziwa.
@ Btad drugiego rodzaju to sytuacja, gdy nie odrzucamy Hy mimo zZe jest ona

fatszywa.
Stan faktyczny
Hy prawdziwa Hy fatszywa
Decyzja Brak odrzucenia Hy | decyzja prawidtowa btad Il rodzaju
na probie Odrzucenie Hy btad | rodzaju decyzja prawidtowa

Uwaga: prawdopodobieristwo btedu Il rodzaju oznaczamy /5. Moc testu to nie to
samo, co btad Il rodzaju — moc to 1 — 3, czyli prawdopodobienistwo poprawnego

odrzucenia fatszywej Hop. Im wyzsza moc, tym rzadziej popetniamy btad Il rodzaju.
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Moc testu — definicja formalna

@ Poziom istotnosci « = P(odrzucenie Hy | Ho prawdziwa) — ustalamy go z géry
(zwykle 0,05 lub 0,01); to prawdopodobienstwo btedu | rodzaju.

@ Moc testu 1 — 3 = P(odrzucenie Hp | Ho fatszywa) — to nie jest co$, co ustalamy
z gory: zalezy od konkretnej wartosci parametru w ramach Hi, od liczebnos$ci préby
N oraz od specyfikacji samego testu.

@ W kontekscie testéw stacjonarnosci: moc testu ADF to prawdopodobienstwo
poprawnego odrzucenia Hp (niestacjonarno$¢), gdy szereg naprawde jest
stacjonarny, dla konkretnej wartosci p < 1.

@ Moc nie jest jedna liczbg dla danego testu — to funkcja: zalezy od tego, jak bardzo
Hi (tu: p) odbiega od Hp (tu: p = 1), od N i od specyfikacji regresji testowej.

@ W tym wyktadzie sprawdzimy moc testéw ADF i KPSS empirycznie, za pomoca
symulacji Monte Carlo — wygenerujemy wiele sztucznych szeregéw o znanym p i
sprawdzimy, jak czesto test podejmuje poprawna decyzje.
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Test Dickeya-Fullera

Najpopularniejszy test stacjonarnoéci o uktadzie hipotez:

Ho : szereg jest niestacjonarny H. : szereg jest stacjonarny

@ W tescie DF zaktadamy, ze y; jest generowany przez proces AR(1):
Yt = pYr—1+ €
@ Jednak oszacowanie parametru p na podstawie powyzszego réwnania moze
prowadzi¢ do nieprawidfowych wnioskéw ze wzgledu na wystepowanie regresji
pozornej, dlatego szacowane jest réwnanie:
Ay, =y 1+ e
@ Gdzie 6 = (p—1).

Hy: 0=0 < p=1 Hi: 0<0 < p<l1
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Test Dickeya-Fullera

@ Aby uniknaé ryzyka autokorelacji sktadnika losowego w regresji testowej
(ktére prowadzitoby do obcigzenia estymatora), mozna przeksztafci¢ test DF
do rozszerzonego testu ADF:

P
Ay = 0yr_1 + Zﬁ: Ay, i+ €

i=1

@ Statystyka testowa DF (ADF) jest dana wzorem

A

DF = l
Ss

@ Statystyka ta nie ma standardowego rozkfadu t-Studenta — pod Hy (przy
p = 1) jej rozktad jest funkcja procesu Wienera i nie ma prostej postaci
analitycznej. Wartosci krytyczne wyznacza sie metodami numerycznymi
(symulacyjnie) i tabelaryzuje (Dickey, Fuller 1979; MacKinnon 1996).
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Wariancja dtugookresowa

Dla y; bedacego stacjonarnym procesem, dla statystyki y = % Z;l ¥+ wartos$¢
oczekiwana wynosi E(y) = p, a wariancje 4o mozemy policzyé jako:

Var(y) :% <vo+2i (1— %) %>

Gdzie s = cov(y, yi—s). Przy zerowej autokorelacji wzér upraszcza sie do Var(y)
Wariancja dfugookresowa jest granica powyzszego wyrazenia dla T — oo.

7’70

Dla skonczonej préby mozna ja oszacowaé¢ metoda Neweya-Westa:

L
foo =0 +2 ) HsiHs
s=1
_S
L+1
L to maksymalna liczba uwzglednianych opéznien (tzw. parametr obciecia,

Rs,L = 1-

bandwidth) — nie nalezy go myli¢ z operatorem opdznief z notacji ARMA.
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Test KPSS

Uktad hipotez (uwaga — jest inny niz w poprzednich testach!):

Ho : szereg jest stacjonarny H; : szereg jest niestacjonarny

@ Odwrécony ukfad hipotez wzgledem DF/ADF.

@ Wykorzystuje informacje o dtugookresowe]j wariancji sktadnika losowego.

Szacujemy model regresji y; wzgledem statej (ewentualnie trendu) i
zapisujemy reszty e;.

Liczymy sumy reszt S; = Zle e; dla kazdego okresu (t =1,2,...,T).

Metoda Neweya-Westa szacujemy dtugookresowa wariancje reszt 9.

© 00

Obliczamy statystyke testu:

13,8
KPSS = —; ==L~
SS= =5t
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Symulacja Monte Carlo mocy testu

Jak zmierzy¢ moc testu w praktyce, skoro zalezy ona od nieznanego w rzeczywistych
danych p? Odpowiedz: symulujemy dane o znanym p i sprawdzamy, jak czesto test
podejmuje poprawna decyzje.

@ Ustalamy p (np. p = 0,95) oraz liczbe powtérzen M (np. M = 250).

Dla kazdego powtérzenia m =1,..., M: generujemy szereg y: = py:—1 + €:
(n = 50 obserwacji), liczymy p-value testéw ADF i KPSS dla tego szeregu.

(2

© Odsetek powtérzen, w ktérych ADF odrzuca Hp (p-value < 0,05), to oszacowanie
mocy testu ADF dla tego p i tego n.

o

Analogicznie dla KPSS, tyle ze tutaj Ho jest prawdziwe (proces jest stacjonarny) —
odsetek, w ktéorym KPSS nie odrzuca Hp, méwi nam o rzeczywistym rozmiarze
testu, a nie o jego mocy w Scistym sensie (o mocy KPSS moglibySmy méwié¢
dopiero, symulujac dane naprawde niestacjonarne).

© Powtarzamy dla siatki wartosci p (np. p = 0,90,0,91,...,0,99), aby uzyskac
krzywa mocy.
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Krzywa mocy: ADF i KPSS

1004
=e= ADF (moc)

E wo= KPSS (poprawne wskazanie stacjonarnosci)
£
© 80
c
o
o
I
i
E 60 1
c
©
N
©
%
2 40
o
N
ko)
o
2 204
>
@
® poziom istotnosci a = 5%

0 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wyniki symulacji (n = 50, M = 400 dla kazdego p). Moc ADF systematycznie spada
wraz ze wzrostem p i przy p — 1 zbliza sie do poziomu istotnosci (o = 5%) — test
praktycznie traci zdolno$¢ odréznienia silnie persystentnego procesu stacjonarnego od
niestacjonarnego. KPSS zachowuje wyzszy odsetek poprawnych wskazan dtuzej, ale tez
spada z p.
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Specyfikacja deterministyczna a moc testu

stala + trend (adf.test)
= tylko stafa
m bez stalej i trendu

Moc testu ADF (%)

p=0.10 0=0.50 0=0.90 p=0.95

tseries::adf.test() zawsze dopasowuje regresje ze statg i trendem liniowym — nie
da sie tego zmieni¢. Nasz proces symulacyjny nie ma ani dryfu, ani trendu. Zbyt bogata
specyfikacja silnie obniza moc: dla p = 0,1 moc spada z ok. 98% (bez statej i trendu)
do ok. 51% (ze stata i trendem) — na tych samych danych! Whiosek: specyfikacja
deterministyczna powinna odpowiada¢ naturze danych, a nie by¢ wybierana
automatycznie.
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Testy stacjonarnosci dla danych panelowych

W przypadku danych panelowych testowanie stacjonarnosci jest nieco trudniejsze,
poniewaz mamy zaréwno wymiar czasowy, jak i przekrojowy. W praktyce jest wiele
réznych testéw o ukfadzie hipotez:

Ho : szeregi w panelu sa niestacjonarne H, : szeregi w panelu sy stacjonarne

Idea testéw polega na przeprowadzeniu oddzielnych testéw (np. ADF) dla kazdej
jednostki panelu i usrednieniu wyniku (np. Im, Pesaran, Shin (2003)) lub potaczeniu
danych i wyliczeniu statystyki testowej Levin, Lin, Chu (2002):

@ Przeprowadzamy test ADF dla kazdej jednostki panelu.
@ Zapisujemy reszty z modeli pomocniczych ADF.

© Liczymy relacje wariancji dtugookresowej do krétkookresowej dla kazdej jednostki
panelu.

@ Liczymy statystyke testows.
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Test Im, Pesaran, Shin (2003)

Uktad hipotez taki sam jak dla testu Levin, Lin, Chu (2002):

Ho : szeregi w panelu s3 niestacjonarne H : szeregi w panelu s3 stacjonarne

@ Kluczowa réznica wzgledem LLC nie sprowadza sie tylko do sposobu
usredniania — dotyczy postaci hipotezy alternatywnej:

e LLC: zaktada wspoélny parametr p dla wszystkich jednostek panelu. Hi:
wszystkie kraje maja szereg stacjonarny (z tym samym p) — zafozenie
restrykcyjne i czesto nierealistyczne dla niejednorodnych paneli.

e IPS: pozwala na zréznicowane p; w réznych jednostkach. Hy:
przynajmniej cze$¢ krajow ma szereg stacjonarny. Statystyka testowa
jest znormalizowana $rednia indywidualnych statystyk ADF (%), co i tak
wymaga jednorodnej alternatywy tylko w ograniczonym sensie.

@ Konsekwencja: gdy panel jest niejednorodny (cze$¢ krajéw stacjonarna, cze$¢
nie), LLC i IPS moga dawa¢ sprzeczne wnioski — zobaczymy to na
przyktadzie.
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Testy panelowe — przyktad

Panel 28 krajéw UE (w tym Wielka Brytania, przed brexitem), 1995-2017, sze$é
zmiennych makroekonomicznych (pmax=4, exo="intercept"):

Zmienna LLC (staty.) LLC (p) IPS (staty.) IPS (p)

PAFP —6,28 < 0,001 —3,59 < 0,001
SLE —7,26 < 0,001 —1,65 0,049
X1 —2,86 0,002 0,63 0,734
FDIYS —4,39 < 0,001 -1,73 0,042
GOv(C1 —6,80 < 0,001 =3,77 < 0,001
POT 1,92 0,973 -0,51 0,305

@ Dla wiekszosci zmiennych oba testy sie zgadzaja.

@ Dla X1 testy daja sprzeczne wnioski: LLC odrzuca Hp (p=0,002, wskazuje
stacjonarnos$¢), IPS nie odrzuca (p=0,734, wskazuje niestacjonarnos¢). To
doktadnie sytuacja z poprzedniego slajdu: jeéli w panelu jest mieszanka krajéw
stacjonarnych i niestacjonarnych, zatozenie o wspélnym p (LLC) moze prowadzi¢
do odrzucenia Hyp, mimo ze cze$¢ krajow faktycznie ma pierwiastek jednostkowy.

Piotr Dybka Moc testéw Ekonometria praktyczna 19/19



